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Résumé 

 

La configuration des plans d'expérience en blocs incomplets partiellement équilibrés (𝑃𝐵𝐼𝑃𝐸) a toujours été un 

problème malgré l'existence de plusieurs méthodes de construction. La méthode à partir de schémas d'association 

accommodée de la méthode combinatoire (s) très maniable, sont reprises pour fournir une série de plans en blocs 

partiellement équilibrés. En outre, un R- package CombinS a été développé pour rendre accessible et applicable ces 

méthodes de construction qui se distinguent par le nombre (m) de classes associées m= 2,…,5 ou 7. L'exécution de 

chaque fonction de CombinS offre la configuration et les paramètres des plans (PBIPE) associés à ces méthodes. 

Mots clés:    Plan en blocs incomplets partiellement équilibrés, Schéma d'association, Méthode Combinatoire (s). 
 

 
 

Abstract 

The configuration of partially balanced incomplete block (𝑃𝐵𝐼𝐵) designs has always been a problem although the 

existence of several methods of construction. The method from the association schemes accommodated by the 

Combinatory method (s) very easy to use, are included to provide a series of partially balanced incomplete block (PBIB) 

designs. In addition, a R-package CombinS was then developed to make these construction methods accessible and 

applicable that differ in the number m of associated classes m = 2,…, 5 or 7. The execution of each function of CombinS 

provides the configuration and the parameters of the PBIB designs associated with these methods. 

Keywords:   , Partially balanced incomplete block design, association scheme, Combinatory methods. 
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Introduction 
 

La construction des plans d'expériences numériques 

continue à susciter la curiosité des scientifiques. Parmi 

les diverses méthodes de construction de ces plans, les 

plans classiques qui satisfont certaines propriétés 

combinatoires peuvent être utilisés comme plans de 

base (par exemple [2]); ceci a fortement motivé notre 

travail. En effet, dans notre papier, nous proposons une 

série de plans en blocs incomplets partiellement 

équilibrés construits à partir d'une méthode 

combinatoire dite "Méthode Combinatoire (𝑠)" agencée 

à des schémas d'association, rendant ainsi leur 

construction très aisée. Nous développons un R-package 

"CombinS" pour l'obtention facile de la configuration de 

chacun de ces plans. L'utilisation de l'algorithme 

𝑅𝐵𝐼𝐵𝐷 − 𝑈𝐷 [2] permet d'obtenir aisément des plans 

numériques uniformes. 

 

Description de la méthode Combinatoire (𝒔) 
[5] : 
Soit 𝑣 =  𝑛𝑙 traitements rangés dans un tableau de 𝑛 

lignes et 𝑙 colonnes comme suit : 

 

𝑎11  𝑎12  … 𝑎1𝑗  … 𝑎1𝑙  

𝑎21  𝑎22  … 𝑎2𝑗  … 𝑎2𝑙  

… … … … … … 

𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 … 𝑎𝑖𝑗  … 𝑎𝑖𝑙  

…. … … … … … 

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑗  … 𝑎𝑛𝑙  

 

Considérons 𝑠 traitements différents de la même ligne 𝑖 
(2 ≤ 𝑠 ≤   𝑙) et associons les à 𝑠 autres traitements d'une 

autre ligne 𝑖′ (𝑖 ≠  𝑖′), en respectant la correspondance 

entre les traitements 𝑎𝑖𝑗  et  𝑎𝑖′𝑗 . Juxtaposons les 2𝑠 

traitements dans un même bloc et faisons toutes les 

combinaisons possibles, nous obtenons alors un plan en 

PBIPE de taille 𝑘 =  2𝑠 dont le nombre de classes 

associées dépend du 𝑠 choisi. 

 

Rappelons quelques définitions : 

 

Définition 1 : Un schéma d'association divisible en 

groupes [1] est un arrangement de 𝑣 =  𝑛𝑙 (𝑙 ≥  2, 𝑛 ≥
 2) traitements dans un tableau de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes, 

tel que pour un traitement α: 

i. Les traitements premiers associés à α sont les autres 

traitements de la même ligne que α (𝑛1 = 𝑙 − 1). 

ii. Les traitements deuxièmes associés à α sont les 

traitements restants (𝑛2= (𝑛 − 1)𝑙). 
 

Un plan divisible en groupes est un 𝑃𝐵𝐼𝑃𝐸  basé sur un 

schéma d'association divisible en groupes [1]. 

 

Définition 2 : Un schéma d'association rectangulaire [4] 

est un arrangement de 𝑣 =  𝑛𝑙  (𝑙 ≥ 2, 𝑛 ≥ 2) traitements 

dans un tableau de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes, tel que pour 

un traitement α: 

i. Les traitements premiers associés à α sont les autres 

traitements de la même ligne que α (𝑛1=𝑙 − 1). 

ii. Les traitements deuxièmes associés à α sont les 

autres traitements de la même colonne que α (𝑛2= 

𝑛 − 1). 

iii. Les traitements troisièmes associés à α sont les 

traitements restants (𝑛3= (𝑙 − 1) (𝑛 − 1)). 

 

Un plan rectangulaire est un 𝑃𝐵𝐼𝑃𝐸  basé sur un schéma 

d'association rectangulaire. 

 

Définition 3 : Un schéma d'association divisible en 

groupes emboités [1] est un arrangement de 𝑣 = 𝑤 𝑛𝑙 
(𝑤 ≥2, 𝑙 ≥ 2, 𝑛 ≥2) traitements dans 𝑤 tableaux de 𝑛 

lignes et 𝑙 colonnes chacun, tel que pour un traitement α 

: 

i. Les traitements premiers associés à α sont les autres 

traitements de la même ligne que α du même tableau 

(𝑛1 = 𝑙 − 1). 

ii. Les traitements deuxièmes associés à α sont les 

traitements restants du même tableau (𝑛2= (𝑛 −
1) 𝑙). 

iii. Les traitements troisièmes associés à α sont les 

traitements restants des autres tableaux ( 𝑛3 = 

(𝑤 − 1)𝑛𝑙). 
 

Un plan divisible en groupes emboités est un 𝑃𝐵𝐼𝑃𝐸  

basé sur un schéma d'association divisible en groupes 

emboités [1]. 

 

Définition 4 : Un schéma d'association rectangulaire à 

angles droits (4) [4] est un arrangement de 𝑣 =  2𝑛𝑙 
(𝑙 ≥  2, 𝑛 ≥  2) traitements dans deux tableaux de 𝑛 

lignes et 𝑙 colonnes chacun, tel que pour un traitement 

α: 

 

i. Les traitements premiers associés à α sont les autres 

traitements de la même ligne que α du même tableau 

(𝑛1= 𝑙 − 1). 

ii. Les traitements deuxièmes associés à α sont les 

autres traitements de la même colonne que α du 

même tableau (𝑛2= 𝑛 − 1). 

iii. Les traitements troisièmes associés à α sont les 

traitements restants du même tableau (𝑛3= (𝑙 −
1) (𝑛 − 1)). 

iv. Les traitements quatrièmes associés à α sont les 

traitements restants de l'autre tableau (𝑛4 ′
= 𝑛𝑙). 

 

Définition 5 : Un schéma d'association rectangulaire à 

angles droits (5) [4] est un arrangement 

de 𝑣 =  2𝑛𝑙 (𝑙 ≥  2, 𝑛 ≥  2) traitements dans deux 

tableaux de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes chacun, tel que pour 

un traitement α : 

 

i. Les traitements premiers associés à α sont les autres 

traitements de la même ligne que α du même tableau 

(𝑛1= 𝑙 − 1). 

ii. Les traitements deuxièmes associés à α sont les 

autres traitements de la même colonne que α du 

même tableau (𝑛2= 𝑛 − 1). 
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iii. Les traitements troisièmes associés à α sont les 

traitements restants du même tableau (𝑛3= (𝑙 −
1) (𝑛 − 1)). 

iv. Les traitements quatrièmes associés à α sont les 

traitements de la même ligne que α de l'autre tableau 

(𝑛4= 𝑙). 
v. Les traitements cinquièmes associés à α sont les 

traitements restants de l'autre tableau (𝑛5=  𝑛 −
1 𝑙). 

 

Définition 6 : Un schéma d’association rectangulaire à 

angles droits (7) [5] est un arrangement de 𝑣 =
 2𝑛𝑙 (𝑙 ≥  2, 𝑛 ≥  2) traitements dans deux tableaux de 

n lignes et l colonnes chacun, tel que pour un traitement 

α : 

i. Les traitements premiers associés à α sont les autres 

traitements de la même ligne que α du même tableau 

(𝑛1= 𝑙 − 1). 

ii. Les traitements deuxièmes associés à α sont les 

autres traitements de la même colonne que α du 

même tableau (𝑛2= 𝑛 − 1). 

iii. Les traitements troisièmes associés à α sont les 

traitements restants du même tableau (𝑛3= (𝑙 −

1) (𝑛 − 1)). 

iv. Le traitement quatrième associé à α est l’unique 

traitement qui se trouve à la même ligne et la même 

colonne de α de l’autre tableau (𝑛4 = 𝑙 − 1). 

v. Les traitements cinquièmes associés à α sont les 

traitements de la même ligne que α de l’autre tableau 

et qui sont différents du traitement quatrième associé 

de α (𝑛5=  𝑙 −  1). 

vi. Les traitements sixièmes associés à α sont les 

traitements de la même colonne que α de l’autre 

tableau et qui sont différents du traitement quatrième 

associé de α (𝑛6 = 𝑛 −  1). 

vii. Les traitements septièmes associés à α sont les 

traitements restants de l’autre tableau (𝑛7= (𝑛 −

1)(𝑙 − 1)). 

Un plan rectangulaire à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝑃𝐸𝑚  (𝑚 = 4, 5 

et 7) est un 𝑃𝐵𝐼𝑃𝐸  basé sur un schéma d’association 

rectangulaire à angles droits (𝑚) [5]. 

 

1. Construction des PBIBE utilisant la 

méthode Combinatoire (s) 

2.1. Les plans divisibles en groupes 
Soient 𝑣 = 𝑛𝑙 traitements rangés dans un tableau de 𝑛 

lignes et 𝑙 colonnes. On applique la méthode 

Combinatoire (𝑠) avec 𝑠 = 𝑙 à ce tableau, on obtient un 

plan divisible en groupes à deux classes associées de 

paramètres suivants : 

𝑣 =  𝑛𝑙 , 𝑏 = 𝑛  
𝑛 − 1

2
  , 𝑟 =  𝜆1 =  𝑛 − 1 ,

𝑘 = 2𝑙, 𝜆2 = 1. 
Démonstration 1   Voir démonstration du théorème 1 

dans [2] en posant 𝑠 = 𝑙. 
1.2. Les plans rectangulaires : 

Soient 𝑣 = 𝑛𝑙 traitements rangés dans un tableau de 𝑛 

lignes et 𝑙 colonnes. On applique la méthode 

Combinatoire (𝑠) avec 𝑠 choisi dans {2, … , 𝑙 − 1}  à ce 

tableau, on obtient un plan rectangulaire à trois classes 

associées de paramètres suivants : 

𝑣 = 𝑛𝑙, 𝑏 = 𝑛
 𝑛 − 1 𝐶𝑠

𝑙

2
 , 𝑟 =  𝑛 − 1 𝐶𝑠−1

𝑙−1,

𝑘 = 2𝑠 , 𝜆1 =  𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−2,

 𝜆2 = 𝐶𝑠−1
𝑙−1 , 𝜆3 = 𝐶𝑠−2

𝑙−2. 
Démonstration 2   Voir démonstration du théorème 1 

dans [2] 

1.3. Les plans divisibles en groupe 

emboités  

Soient 𝑣 =  2𝑛𝑙 traitements rangés dans deux tableaux 

de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes chacun. On applique la 

mï¿½thode combinatoire (𝑠) avec 𝑠 =  𝑙 à chaque 

tableau. L'ensemble de tous les blocs donne un plan 

divisible en groupes emboités à trois classes associées 

de paramètres suivants : 

 𝑣 = 2𝑛𝑙, 𝑏 = 𝑛 𝑛 − 1 , 𝑟 = (𝑛 − 1),
𝑘 = 2𝑙, 𝜆1 = (𝑛 − 1), 𝜆2 = 1,
𝜆3 = 0. 

Démonstration 3   Voir la Remarque 3 dans [5]. 

1.4. Les plans rectangulaires à angles 

droits PBIPE4 

1.4.1. Première méthode de construction 

Soient 𝑣 =  2𝑛𝑙 traitements rangés dans deux tableaux 

de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes chacun. On applique la 

méthode combinatoire (𝑠) avec 𝑠 choisi dans {2, … , 𝑙 −
1} à chaque tableau. L'ensemble de tous les blocs nous 

donne un plan rectangulaire à angles droits PBIPE4 à 

quatre classes associées de paramètres suivants : 

𝑣 = 2𝑛𝑙, 𝑏 = 𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠
𝑙 , 𝑟 =  𝑛 − 1 𝐶𝑠−1

𝑙−1,
𝑘 = 2𝑠, 𝜆1 =  𝑛 − 1 𝐶𝑠−2

𝑙−2,
𝜆2 = 𝐶𝑠−1

𝑙−1, 𝜆3 = 𝐶𝑠−2
𝑙−2, 𝜆4 = 0. 

Démonstration 4   Voir la Proposition 1 dans [5]. 

 

1.4.2. Deuxième méthode de construction  

Soient 𝑣 =  2𝑛𝑙 traitements rangés dans deux tableaux 

de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes chacun. Soit 𝐶𝑗
 𝑔 

=

 𝑎1𝑗
 𝑔 

, 𝑎2𝑗
 𝑔 

, … , 𝑎𝑛𝑗
 𝑔 

 
′

 la 𝑗è𝑚𝑒   colonne du 𝑔è𝑚𝑒 , tableau 

𝑔 ∈   1,2 .  On définie 𝐶𝑗
 𝑔 1

= 𝐶𝑗 .   pour ℎ = 1 et 

𝐶𝑗
 𝑔 ℎ

=  𝑎ℎ𝑗
 𝑔 

, 𝑎 ℎ+1 𝑗
 𝑔 

, … , 𝑎𝑛𝑗
 𝑔 

, 𝑎1𝑗
 𝑔 

, … , 𝑎 ℎ−1 𝑗
 𝑔 

 
′

 

pour ℎ = 2, 3, … , 𝑛  𝑔 ∈   1,2  . On applique la 

méthode combinatoire (𝑠) avec 𝑠 choisi dans  3, … , 𝑙 +

1  à chaque tableau de le forme 𝐶𝑗
 𝑔 ℎ

 ∪  𝐴 𝑔′    𝑔′ ≠

 𝑔 ∈   1,2   pour 𝑗 =  1, … , 𝑙, ℎ = 1, … , 𝑛 𝑒𝑡 𝑔 ∈
  1,2  et on considère uniquement les combinaisons de 𝑠 

traitements contenant une composante de la 

colonne 𝐶 𝑔 ℎ . L'ensemble de tous les blocs donne un 

plan rectangulaire à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵4 à quatre classes 

associées de paramètres : 

𝑣 = 2𝑛𝑙, 𝑏 = 𝑙𝑛2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1
𝑙 ,

𝑟 = 𝑠 𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1
𝑙 , 𝑘 = 2𝑠, 
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 𝜆1 = 𝑙𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−3
𝑙−2, 𝜆2 = 𝑠𝑛 𝐶𝑠−1

𝑙 ,
𝜆3 = 𝑛𝑙𝐶𝑠−3

𝑙−2, 𝜆4 = 4 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 . 

Démonstration 5    Les valeurs de v et k sont 

évidentes 

 𝑟 : Pour chaque traitement 𝑎𝑖𝑗0

𝑔
  du tableau  𝐴𝑔  

(𝑔 ∈ {1,2}), nous avons : 

- Dans un tableau 𝐶𝑗0
 𝑔 ℎ

  ∪  𝐴(𝑔′ ) (𝑔′ ≠  𝑔), 

appliquant la procédure avec les autres 

éléments de la même ligne. Il y a 𝐶𝑠−1
𝑙  

possibilités, chacune étant répétée (𝑛 − 1) fois. 

Avec les 𝑛 permutations(ℎ = 1, . . . , 𝑛), alors 

on a : 𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1
𝑙   apparitions répétées elles-

mêmes 𝑛 fois. Donc pour 𝐶𝑗0

 𝑔 ℎ
∪ 𝐴 𝑔′   

(𝑔′ ≠  𝑔) on a  𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1
𝑙  répétitions de 

𝑎𝑖𝑗0

 𝑔 
. 

- Dans un tableau 𝐴 𝑔  ∪  𝐶
𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔), 

𝑗 = 1, … , 𝑙 et ℎ = 1, . . . , 𝑛, appliquant la 

procédure avec les autres éléments de la même 

ligne. Il y a 𝐶𝑠−2
𝑙−1 possibilités, chacune étant 

répétée (𝑛 − 1) fois. Avec les 𝑛 

permutations(ℎ = 1, . . . , 𝑛), alors on a : 

𝑛(𝑛 − 1)𝐶_(𝑠 − 1)^(𝑙) apparitions répétées 

elles-mêmes 𝑛 fois. Donc pour un 

tableau 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔), 𝑗 = 1, … , 𝑙 on 

a,  𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−1  répétition de 𝑎𝑖𝑗0

 𝑔 
. 

Considérons tous les tableaux 𝐴 𝑔  ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 

(𝑔′ ≠  𝑔), 𝑗 = 1, … , 𝑙 ; alors on : 𝑙𝑛 𝑛 −

1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 répétitions de 𝑎𝑖𝑗0

. 

   Ainsi : 𝑟 =  𝑛  𝑛 − 1   𝐶𝑠−1
𝑙 +  𝑙𝐶𝑠−2

𝑙−1 =
 𝑠𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1

𝑙  . 

 𝜆1 : Considérons deux traitements 𝑎𝑖𝑗0

 𝑔 
 et 𝑎

𝑖𝑗0
′

 𝑔 
 du 

tableau 𝐴 𝑔     𝑔 = 1, 2 𝑒𝑡 𝑗0 ≠ 𝑗0
′  , ils 

apparaissent ensemble  𝑛 − 1 𝐶𝑠−3
𝑙−2 fois avec les 

autres 𝑙 − 2 éléments de la même ligne 𝑖 des 

tableaux de la forme  𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔), et 

ceci pour chaque tableau. Avec les 𝑛 permutations, 

nous obtenons 𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−3
𝑙−2 fois ou les deux 

traitements apparaissent ensemble. Considérant 

tous les tableaux 𝐴 𝑔   𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 pour 𝑗 = 1, … , 𝑙 ; 

alors on a, 𝑙𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−3
𝑙−2 fois ou les deux 

traitements 𝑎𝑖𝑗0

 𝑔 
 et 𝑎

𝑖𝑗0
′

 𝑔 
 apparaissent ensemble. 

 𝜆2 : Considérons deux traitements 𝑎𝑖𝑗0

 𝑔 
 et 𝑎

𝑖 ′ 𝑗0

 𝑔 
 du 

tableau 𝐴 𝑔   𝑔 = 1, 2 𝑒𝑡 𝑖 ≠  𝑖 ′  , on a: 

- Dans un tableau 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔) : les 

deux traitements apparaissent ensemble 𝐶𝑠−2
𝑙−1 

fois. Avec les 𝑛 permutations (ℎ = 1, … , 𝑛) ils 

apparaissent ensemble 𝑛𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois. Considérons 

tous les tableaux de la forme 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶
𝑗

 𝑔′  ℎ
 

(𝑔′ ≠  𝑔)  pour𝑗 =  1, … , 𝑙, ils apparaissent 

ensemble 𝑙𝑛𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois. 

-  Dans le tableau 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔): les 

deux traitements apparaissent ensemble 𝐶𝑠−1
𝑙  

fois. Avec les 𝑛 permutations (ℎ = 1, … , 𝑛) ils 

apparaissent ensemble 𝑛𝐶𝑠−1
𝑙  fois.  

Au total  𝜆2 = 𝑛 𝑙𝐶𝑠−2
𝑙−1 + 𝐶𝑠−1

𝑙  =  𝑠𝑛 𝐶𝑠−1
𝑙 . 

 𝜆3 : Considérons deux traitements 𝑎𝑖𝑗0

 𝑔 
 et 𝑎

𝑖 ′ 𝑗0
′

 𝑔 
 du 

tableau 𝐴 𝑔  𝑔 = 1, 2, 𝑖 ≠  𝑖 ′𝑎𝑛𝑑 𝑗0 ≠ 𝑗0
′  ,  ils 

apparaissent ensemble 𝐶𝑠−3
𝑙−2 fois pour chaque 

tableau de la forme 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶
𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔). Avec 

les 𝑛 permutations (ℎ = 1, … , 𝑛) ils apparaissent 

ensemble 𝑛𝐶𝑠−3
𝑙−2  fois. Considérons tous les 

tableaux 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
  𝑔′ ≠  𝑔  pour 𝑗 = 1, … , 𝑙, 

alors les deux traitements 𝑎𝑖𝑗0

 𝑔 
 et 𝑎

𝑖 ′ 𝑗0
′

 𝑔 
 apparaissent 

ensemble 𝑙𝑛𝐶𝑠−3
𝑙−2 fois. 

 𝜆4 : Considérons deux traitements 𝑎𝑖𝑗
 𝑔 

 et 𝑎
𝑖 ′ 𝑗 ′

 𝑔′  
 des 

tableaux 𝐴 𝑔 𝑒𝑡 𝐴 𝑔′   respectivement (𝑔, 𝑔′ =

1, 2):  

 

-  Si 𝑖 = 𝑖′, d'une part pour le tableau 𝐴 𝑔 ∪

 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔) et ℎ = 1 les deux traitements 

apparaissent ensemble  𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois. Et 

pour le tableau 𝐶𝑗
 𝑔 ℎ

 ∪ 𝐴 𝑔′   (𝑔′ ≠  𝑔)  et 

ℎ = 1 ils apparaissent aussi ensemble  𝑛 −

1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois, ainsi ils apparaissent ensemble 

2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois. 

D'autre part, pour ℎ = 2, . . . , 𝑛, les deux 

traitements apparaissent ensemble 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois 

pour le tableau de la forme 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 et 

𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois pour le tableau de la forme 𝐶𝑗

 𝑔 ℎ
 ∪

𝐴 𝑔′  , donc ils apparaissent ensemble 2𝐶𝑠−2
𝑙−1 

pour une valeur de ℎ. Considérons toutes les 

valeurs de  ℎ (ℎ = 2, . . . , 𝑛), nous obtenons 

2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois ou les deux traitements 

apparaissent ensemble. 

Au total 𝜆4 =  2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 +  2 𝑛 −

1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 =  4 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2

𝑙−1 . 

- Si 𝑖 ≠  𝑖 ′alors les deux traitements 

apparaissent ensemble 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois pour le tableau 

de la forme𝐴 𝑔 ∪ 𝐶
𝑗

 𝑔′  ℎ
  𝑔′ ≠  𝑔   et 

apparaissent ensemble 𝐶𝑠−2
𝑙−1  fois pour le 

tableau de la forme 𝐶𝑗
 𝑔 ℎ

∪ 𝐴 𝑔′    𝑔′ ≠  𝑔  

pour ℎ = 1, alors ils apparaissent 

ensemble 2𝐶𝑠−2
𝑙−1. Pour ℎ = 2, . . . , 𝑛, parmi les 

(𝑛 − 1) permutations du vecteur  𝐶
𝑗 ′
 𝑔 ℎ

 , et 

pour une valeur donnée de ℎ, le traitement 
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𝑎
𝑖 ′ 𝑗 ′

 𝑔′  
 sera à la même ligne que 𝑎𝑖𝑗

 𝑔 
; alors les 

deux traitements apparaissent ensemble 

 (𝑛 − 1)𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois, et pour les permutations 

restantes, les deux traitements apparaissent 

ensemble 𝐶𝑠−2
𝑙−1fois. Pour ℎ = 2, . . . , 𝑛, parmi 

ces 𝑛 − 1 permutations, pour une certaine 

permutation du vecteur 𝐶
𝑗 ′
 𝑔 

 et une valeur 

donnée de ℎ, le traitement 𝑎𝑖𝑗
 𝑔 

 sera à  la même 

ligne que 𝑎
𝑖 ′ 𝑗 ′

 𝑔′  
; alors les deux traitements 

apparaissent ensemble  𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois, et 

pour les valeurs restantes, les deux traitements 

apparaissent ensemble 𝐶𝑠−2
𝑙−1 fois. 

Au total  𝜆4  =  2𝐶𝑠−2
𝑙−1 +  𝑛 − 1 𝐶𝑠−2

𝑙−1 +

  𝑛 − 2 𝐶𝑠−2
𝑙−1 +   𝑛 − 1 𝐶𝑠−2

𝑙−1 +  𝑛 −

2 𝐶𝑠−2
𝑙−1 =  4 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2

𝑙−1. 

 𝑏 : utilisant la méthode de construction sur chaque 

tableau de la forme : 

𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 (𝑔′ ≠  𝑔), on obtient 𝑛(𝑛 −

1)𝐶^(𝑙)_(𝑠 − 1)/2 blocs. Donc pour les 𝑙 tableaux 

de la forme 𝐴 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 on a 𝑙𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1

𝑙 /2 

blocs et pour les 𝑛 permutations (ℎ = 1, … , 𝑛), on 

obtient 𝑙𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑙
𝑠−1/2  blocs. En considérant 

tous les tableaux 𝐴 𝑔 ∪ 𝐶𝑗

 𝑔′  ℎ
 pour 𝑔′, 𝑔 = 1, 2 , 

au total on a 𝑙𝑛2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1
𝑙  blocs. 

 

1.5. Les plans rectangulaires à angles 

droits PBIBE5  

Soient 𝑣 =  2𝑛𝑙 traitements rangés dans deux tableaux 

de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes chacun. Soit 𝐶𝑗
 𝑔 

=

 𝑎1𝑗
 𝑔 

, 𝑎2𝑗
 𝑔 

, . . . , 𝑎𝑛𝑗
 𝑔 

 
′

 la 𝑗è𝑚𝑒  colonne du 𝑔è𝑚𝑒  

tableau 𝑔 ∈   1,2 . Appliquant la méthode combinatoire 

(𝑠) avec 𝑠 choisi dans {3, … , 𝑙 + 1} à chaque tableau de 

le forme 𝐶𝑗
 𝑔 ℎ

∪ 𝐴 𝑔′    𝑔′  ≠ 𝑔 ∈  1,2   pour 𝑗 =

 1, … , 𝑙 et 𝑔 ∈  1,2 , et considérons uniquement les 

combinaisons de 𝑠 traitements contenant une 

composante de la colonne 𝐶𝑗
 𝑔 

 𝑔 ∈ {1,2}); l'ensemble 

de tous les blocs donne un plan rectangulaire à angles 

droits 𝑃𝐵𝐼𝐵5  à cinq classes associées de paramètres : 

𝑣 = 2𝑛𝑙, 𝑏 = 𝑙𝑛 𝑛 − 1 𝐶𝑠−1
𝑙 ,   𝑟

=  𝑛 − 1   𝐶𝑠−1
𝑙 + 𝑙𝐶𝑠−2

𝑙−1 , 𝑘 = 2𝑠,
𝜆1 = 𝑙 𝑛 − 1 𝐶𝑠−3

𝑙−2 ,
𝜆2 = 𝐶𝑠−1

𝑙 +  𝑙𝐶𝑠−2
𝑙−1 , 𝜆3 = 𝑙𝐶𝑠−3

𝑙−2,
𝜆4 = 2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2

𝑙−1 , 𝜆5 = 2𝐶𝑠−2
𝑙−1. 

 

Démonstration 6 Identique à la démonstration 5 sauf 

qu'il n’y pas de permutation sur les composantes des 

vecteurs 𝐶𝑗
 𝑔 

  𝑔 ∈  {1,2}) et 𝑗 = 1, … , 𝑙. 

1.6. Les plans rectangulaires à angles 

droits PBIBE7 : 

1.6.1. Première méthode de construction  

Soient 𝑣 =  2𝑛𝑙 traitements rangés dans deux tableaux 

de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes chacun. On applique la 

méthode combinatoire (𝑠) avec 𝑠 choisi dans {2, … , 𝑙 −
1} à chaque tableau. On obtient alors deux ensembles de 

blocs. La juxtaposition des blocs du premier ensemble 

avec ceux du second ensemble, de telle sorte que les 

blocs contenant le traitement 𝑎𝑖𝑗  et 𝑎𝑖 ′ 𝑗  sont placés côte 

à côte, donne un plan rectangulaire à angles droits 

𝑃𝐵𝐼𝐵7 à sept classes associées avec les paramètres 

suivants : 

𝑣 = 2𝑛𝑙, 𝑏 =
𝑛 𝑛−1 

2
𝐶𝑠

𝑙 ,   𝑟 =  𝑛 − 1 𝐶𝑠−1
𝑙−1 =  𝜆4 ,   𝑘 =

4𝑠,   𝜆1 =  𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−2   =  𝜆5 

𝜆2 = 𝐶𝑠−1
𝑙−1 = 𝜆6 , 𝜆3 = 𝐶𝑠−2

𝑙−2 =  𝜆7. 

Démonstration 7 Voir la Proposition 4 dans [5]. 

1.6.2. Deuxième méthode de construction 

Soient 𝑣 =  2𝑛𝑙 traitements rangés dans deux tableaux 

de 𝑛 lignes et 𝑙 colonnes chacun. Soient 𝐶𝑗
 𝑔 

=

 𝑎1𝑗
 𝑔 

, 𝑎2𝑗
 𝑔 

, . . . , 𝑎𝑛𝑗
 𝑔 

 
′

 la 𝑗è𝑚𝑒  colonne du 𝑔è𝑚𝑒  tableau 

et 𝑅𝑖
 𝑔 

=  𝑎𝑖1
 𝑔 

, 𝑎𝑖2
 𝑔 

, . . . , 𝑎𝑖𝑙
 𝑔 

  la 𝑖𝑒𝑚𝑒  ligne du 𝑔𝑒𝑚𝑒  

tableau pour 𝑔 ∈  {1,2}. On applique la méthode 

combinatoire (𝑠) avec 𝑠 choisi dans {3, … , 𝑙} à chaque 

tableau de la forme 𝐶𝑗
 𝑔 

∪  𝐴 𝑔′   \ 𝐶𝑗

 𝑔′  
   𝑔′ ≠  𝑔 ∈

 1,2   pour 𝑗 =  1, … , 𝑙 et 𝑔 ∈ {1,2}, on considère 

uniquement les combinaisons de 𝑠 traitements contenant 

une composante de la colonne 𝐶 𝑔 ℎ  . D'autre part, On 

applique la méthode combinatoire (𝑠) avec le même 𝑠 à 

chaque tableau de le forme 𝑅𝑖
 𝑔 

∪  𝐴 𝑔′   \

 𝑅𝑖

 𝑔′    (𝑔′  ≠    𝑔 ∈ {1,2}) pour 𝑖 =  1, … , 𝑙 𝑒𝑡 𝑔 ∈

{1,2}, on considère uniquement les combinaisons de 𝑠 

traitements contenants une composante de la ligne 𝑅𝑖
 𝑔 

. 

L'ensemble de tous les blocs donne un plan 

rectangulaire à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵7 à sept classes 

associées de paramètres suivants : 

𝑣 = 2𝑛𝑙, 𝑏 = 𝑛 𝑛 − 1  𝐶 𝑠−1 𝑙
𝑙−1 + 2𝐶𝑠

𝑙 ,

𝑟 =  𝑛 − 1   3𝐶𝑠−1
𝑙−1 +  𝑙 − 1 𝐶𝑠−2

𝑙−2  , 𝑘
= 2𝑠, 

𝜆1 = 2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−2 +   𝑙 − 2 𝐶𝑠−3

𝑙−3,
𝜆2 = 𝐶𝑠−1

𝑙−1 +   𝑙 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−2,

𝜆3 =  𝑙 − 2 𝐶𝑠−3
𝑙−3, 𝜆4 = 0,

   𝜆5 = 2 𝑛 − 1 𝐶𝑠−2
𝑙−2, 𝜆6 = 2𝐶𝑠−1

𝑙−1,
𝜆7 = 4𝐶𝑠−2

𝑙−2. 
Démonstration 8 Voir la Proposition 5 dans [5]. 

2. Le R-package CombinS 

Le R-package CombinS [3] est composé d’une série de 

fonctions suivantes :  

- CombS 

- PBIB4 

- PBIB5 

- PBIB7 

3.1. CombS 

Les arguments de la fonction CombS sont :  

i. 𝑛 : nombre de lignes du tableau des 

traitements. 
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ii. 𝑙 : nombre de colonnes du tableau des 

traitements. 

iii. 𝑠 : le nombre de traitements pris de la même 

ligne du tableau des traitements. 

La fonction 𝐶𝑜𝑚𝑏𝑆 correspondant à la méthode 

combinatoire 𝑠 décrite ci-dessus. 

3.1.1. CombS pour les plans rectangulaires 
La fonction 𝐶𝑜𝑚𝑏𝑆, avec 𝑠 choisi dans {2, … , 𝑙 − 1}, 

offre une configuration d'un plan rectangulaire et ses 

paramètres : 𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  ( 𝑖 ∈  {1,2,3}). 
 

3.1.2. CombS pour les plans divisibles en 
groupes 
La fonction 𝐶𝑜𝑚𝑏𝑆, avec 𝑠 = 𝑙, offre une configuration 

d'un plan divisible en groupes et ses paramètres : 

𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  ( 𝑖 ∈  {1,2}). 
Exemple 1 : L’exécution de la fonction CombS(3,3,2) 
> CombS(3,3,2) 

$PBIB 

     [,1] [,2] [,3] [,4] 

init    1    2    4    5 

        1    2    7    8 

        4    5    7    8 

        1    3    4    6 

        1    3    7    9 

        4    6    7    9 

        2    3    5    6 

        2    3    8    9 

        5    6    8    9 

 

$Type 

[1] "Rectangular PBIB design" 

$V 

[1] 9 

$B 

[1] 9 

$R 

[1] 4 

$K 

[1] 4 

$lamda 

[1] 4 1 

2.2. PBIB4 
Les arguments de la fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵4 sont : 

i. 𝑛 : nombre de lignes du tableau des 

traitements. 

ii. 𝑙 : nombre de colonnes du tableau des 

traitements. 

iii. 𝑠 : le nombre de traitements pris de la 

même ligne du tableau des 

traitements. 

iv. 𝑡𝑦 : la méthode utilisée pour obtenir le 

plan. 

2.2.1. PBIB4(n,l,s,ty= ‘’a’’) 
La fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵4(𝑛, 𝑙, 𝑠, 𝑡𝑦 = "𝑎") correspond à la 

méthode de construction de la méthode Combinatoire 

(𝑠) appliquée à chacun des deux tableaux (𝑛 ∗   𝑙) . 

PBIB4(n,l,s,ty=’’a’’)pour les plans divisibles en 

groupes emboités :  

La fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵4, avec 𝑠 = 𝑙 et 𝑡𝑦 = "𝑎", offre une 

configuration d'un plan divisible en groupes emboités et 

ses paramètres : 𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  ( 𝑖 ∈  {1,2,3}). 
PBIB4(n,l,s,ty="a") pour les plans rectangulaires à 

angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵4 

La fonction PBIB4, avec 𝑠 choisi dans {3, … , 𝑙 − 1} et 

𝑡𝑦 = "𝑎", offre une configuration d'un plan 

rectangulaire à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵4 et ses paramétres: 

𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  ( 𝑖 ∈  {1, … ,4}). 
Exemple 2 L’exécution de la fonction PBIB4(3,3,2) 
$PBIB 

     [,1] [,2] [,3] [,4] 

init    1    2    4    5 

        1    2    7    8 

        4    5    7    8 

        1    3    4    6 

        1    3    7    9 

        4    6    7    9 

        2    3    5    6 

        2    3    8    9 

        5    6    8    9 

init   10   11   13   14 

       10   11   16   17 

       13   14   16   17 

       10   12   13   15 

       10   12   16   18 

       13   15   16   18 

       11   12   14   15 

       11   12   17   18 

       14   15   17   18 

 

$Type 

[1] "rectangular right angular PBIB4 

design" 

$V 

[1] 18 

$B 

[1] 18 

$R 

[1] 4 

$K 

[1] 4 

$lamda 

[1] 2 2 1 0 

 

2.2.2. PBIB(n,l,s,ty=’’b’’) 
La fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵4(𝑛, 𝑙, 𝑠, 𝑡𝑦 = "𝑏") correspond à la 

deuxième méthode de construction de plans 

rectangulaires à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵4 . 

  

La fonction PBIB4, avec 𝑠 choisi dans  3 … , 𝑙 + 1  
et 𝑡𝑦 = "𝑏", offre une configuration d'un plan 

rectangulaire à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵4 et ses paramètres: 

𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  ( 𝑖 ∈  {1, … ,4}). 
2.3. PBIB5 

Les arguments de la fonction PBIB5 sont :  

i. 𝑛 : nombre de lignes du tableau des 

traitements. 

ii. 𝑙 : nombre de colonnes du tableau des 

traitements. 

iii. 𝑠 : le nombre de traitements pris de la même 

ligne du tableau des traitements. 
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La fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵5 correspond à la méthode de 

construction de plans rectangulaires à angles 

droits 𝑃𝐵𝐼𝐵5. 

La fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵5, avec 𝑠 choisi dans {3, … , 𝑙 + 1}, 

offre une configuration d'un plan rectangulaire à angles 

droits 𝑃𝐵𝐼𝐵5  et ses paramètres: 𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  ( 𝑖 ∈
{1, … ,5}). 

Exemple 3 l’exécution de la fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵5 
> PBIB5(3,3,2) 

$PBIB 

     [,1] [,2] [,3] [,4] 

init    1   10    4   13 

        1   10    7   16 

        4   13    7   16 

        1   11    4   14 

        1   11    7   17 

        4   14    7   17 

        1   12    4   15 

        1   12    7   18 

        4   15    7   18 

init    2   10    5   13 

        2   10    8   16 

        5   13    8   16 

        2   11    5   14 

        2   11    8   17 

        5   14    8   17 

        2   12    5   15 

        2   12    8   18 

        5   15    8   18 

init    3   10    6   13 

        3   10    9   16 

        6   13    9   16 

        3   11    6   14 

        3   11    9   17 

        6   14    9   17 

        3   12    6   15 

        3   12    9   18 

        6   15    9   18 

init   10    1   13    4 

       10    1   16    7 

       13    4   16    7 

       10    2   13    5 

       10    2   16    8 

       13    5   16    8 

       10    3   13    6 

       10    3   16    9 

       13    6   16    9 

init   11    1   14    4 

       11    1   17    7 

       14    4   17    7 

       11    2   14    5 

       11    2   17    8 

       14    5   17    8 

       11    3   14    6 

       11    3   17    9 

       14    6   17    9 

init   12    1   15    4 

       12    1   18    7 

       15    4   18    7 

       12    2   15    5 

       12    2   18    8 

       15    5   18    8 

       12    3   15    6 

       12    3   18    9 

       15    6   18    9 

 

$Type 

[1] "Rectangular right angular PBIB5 

design" 

$V 

[1] 18 

$B 

[1] 54 

$R 

[1] 12 

$K 

[1] 4 

$lamda 

[1] 0 6 0 4 2 

3.4. PBIB7  
Les arguments de la fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵7 sont : 

i. 𝑛 : nombre de lignes du tableau des 

traitements. 

ii. 𝑙 : nombre de colonnes du tableau des 

traitements. 

iii. 𝑠 : le nombre de traitements pris de la même 

ligne du tableau des traitements. 

iv. 𝑡𝑦 : la méthode utilisée pour obtenir le plan. 

3.4.1. PBIB7(n,l,s,ty=’’a’’) 
La fonction PBIB7(n,l,s,ty=’’a’’) correspond à la 

première méthode de construction de plans 

rectangulaires à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵7. 

La fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵7, avec 𝑠 choisi dans {3, … , 𝑙 −
1}, offre une configuration d'un plan rectangulaire à 

angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵7 et ses paramètres : 𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  

( 𝑖 ∈ {1, … ,7}). 

3.4.2. PBIB7(n,l,s,ty=’’b’’) 
La fonction PBIB7(n,l,s,ty="b") correspond à la 

deuxième méthode de construction de plans 

rectangulaires à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵7 . 

La fonction 𝑃𝐵𝐼𝐵7, avec 𝑠 choisi dans {3, … , 𝑙 − 1} et 

𝑡𝑦 = "𝑏", offre une configuration d'un plan 

rectangulaire à angles droits 𝑃𝐵𝐼𝐵7 et ses paramètres: 

𝑣, 𝑏, 𝑟, 𝑘, 𝜆𝑖  ( 𝑖 ∈ {1, … ,7}). 

 

CONCLUSION  

Dans notre papier, nous avons décrit quelques méthodes 

de construction de plans en blocs incomplets équilibrés 

à 2, … , 5 𝑒𝑡 7 classes associées directement à partir de 

leurs schémas d'association et la "Méthode 

Combinatoire (𝑠)". Par ailleurs, nous avons reformulé 

ces méthodes sous forme de fonctions d'un R- package 

"CombinS " [6] donnant leur configuration et rendant 

ainsi accessible leur usage à tout utilisateur. Les plans 

obtenus peuvent servir à la construction de nouveaux 

plans numériques. 
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